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Editoriol

Avant 'avénement de la calculatrice, plusieurs méthodes visant a
faciliter les multiplications ont été développées. La multiplication
« par jalousie » et la méthode des quarts de carrés en sont quelques
exemples. Ces méthodes sont présentées dans I'article Emergence
logarithmique, tables et calculs par Jérdbme Camiré-Bernier et
Bernard R. Hodgson. Il y a 405 ans, John Napier publiait son Mirifici
logarithmorum canonis descriptio. Les logarithmes constituent un
développement important et ce n'est pas seulement la multiplica-
tion qui s'en retrouve simplifiée : la division, le calcul d'une puissance
et I'extraction d'une racine sont elles aussi facilitées en utilisant les
logarithmes.

Cet article est suivi de quelques notes biographiques sur le mathéma-
ticien John Napier, a qui I'on doit aussi les « batonnets de Napier » a
I'aide desquels on peut effectuer des multiplications, des divisions et
des extractions de racines sans avoir recours aux logarithmes.

La simplicité de I'énoncé d'un probléme n'implique pas qu'il sera
simple a résoudre. En 1852, Francis Guthrie a conjecturé qu'il suffisait
de quatre couleurs pour colorier une carte géographique de telle
sorte que deux pays voisins ne soient pas de la méme couleur. La
démonstration de cette conjecture, en 1976, par Kenneth Appel et
Wolfgang Haken a nécessité, pour la premiére fois dans une preuve
mathématique, le recours a l'ordinateur. Dans I'article Le théoreme
des quatre couleurs, du dossier Application des mathématiques,
Christiane Rousseau présente les grandes lignes de la démonstration.

Dans l'article L'union fait la force, Christian Genest et Jean-Francois
Plante ont recours au concept de forét aléatoire pour montrer que
la combinaison d'un ensemble de modéles simples permet souvent
d'obtenir de meilleurs prévisions qu'un modele complexe.

Dans le dossier Construction des mathématiques, Frédéric Gourdeau
signe 'article Une somme qui séme la controverse. Cet article analyse
une vidéo disponible sur Internet dans laquelle on « démontre » que
T+ 2+ 3+ - =-1/12. Peut-on utiliser des séries divergentes en ma-
thématiques ? Oui, mais la prudence est de mise lorsqu'on manipule
des séries infinies!

Dans L'information paradoxale, de la rubrique des paradoxes,
Jean-Paul Delahaye nous présente un probléme qui est soluble méme
si on peut penser manquer d'information pour y parvenir.

Bonne lecture !

André Ross
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De I'art de la multiplication

De maniere générale, une addition est vue a
juste titre, dans la plupart des systémes de
numération, comme une opération plutdt
simple a effectuer. Mais il n'en va pas
forcément ainsi de la multiplication.
Méme en se restreignant a des entiers
positifs, il ne serait ni judicieux ni
efficace de ramener le calcul d'un
produit tout bonnement a une série
d'additions répétées. Cest ce qui
explique la présence au fil des ages
de diverses méthodes pour exécuter
correctement, voire aisément, une
multiplication.

Jérome

par l'abjection novenaire3), connue des ma-
Camiré-Bernier

thématiciens indiens dés I'an mille: afin de
valider un résultat, on reprend le calcul «mo-
dulo 9», c'est-a-dire en retranchant autant
de fois 9 qu'il est possible de chacun des
nombres en jeu — une telle manipulation
arithmétique s'exécute trés facilement (et par
de simples additions) dans notre systéme de
numeération en prenant la somme des chiffres
de chacun des nombres. Ainsi, revenant au
calcul précédent, on voit que les restes du
multiplicande 934 et du multiplicateur 314,
en divisant par 9, sont respectivement 7
et 8, dont le produit, 56, a lui-méme pour
reste 2. Or le « candidat-produit » 293 276

Bernard R. Hodgson
Université Laval

Muiltiplication par jalousie
(1478)

Une preuve par neuf

Un cas remarquable est celui de la multipli-
cation par jalousie', qui a connu une forte
popularité lors de la diffusion de I'écri-
ture indo-arabe des nombres, notamment
durant la premiére moiti¢ du deuxiéme
millénaire. Cette méthode repose sur une
grille rappelant la forme d'une jalousie et
qui vient soutenir les manipulations arith-
métiques en cause. Le fonctionnement de
la grille est on ne peut plus limpide, comme
on peut l'observer sur la figure ci-haut?
montrant le calcul du produit
de 934 et 314. (Voir aussi la
Section problémes.)

Une technique fort répandue
accompagnant souvent un
calcul multiplicatifestla preuve
par neuf (aussi appelée preuve

1. De I'italien gelosia, de méme origine que
le mot « jaloux ». Une jalousie désigne un
volet mobile composé de lattes orientables
et paralleles permettant de voir sans étre vu.

2. Figure tirée de L'Arte dell’Abbaco, recueil
publié en 1478 et aussi connu sous le nom
d’Arithmétique de Trévise.

a lui aussi pour reste 2 et passe donc le test.
Mais cela montre-t-il hors de tout doute qu'il
s'agit du produit recherché ? Attention ici aux
faux positifs... (Voir a ce propos la Section
problémes).

Des tables pour
la multiplication

Pour effectuer a la mitaine une multiplica-
tion, il faut bien slr « connaitre ses tablesn»,
la table de multiplication des nombres de
1 a 9 se retrouvant de ce fait a la base de
I'arithmétique dans I'enseignement primaire.
(La version montrée a la page suivante, qui a
longtemps figuré au dos de cahiers d'exer-
cices, se raméne dans la pratique a la table
familiére 9x9 a double entrée, dite table de
Pythagore dans le jargon scolaire.) Certaines
tables ont méme été publiées donnant expli-
citement tous les produits de nombres pris

3. Du latin abjectio, « suppression » (de la famille
étymologique du mot « jeter »), et novem, le
nombre « neuf ». Cette expression est utilisée
notamment par le mathématicien allemand
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) dans sa
Préface a la Science générale.



deux a deux dans
()  un intervalle don-
né. Un cas célébre
90 est d(l au mathé-
maticien alle-

mand Leopold

Crelle* (1780-
1855),quiapublié

62 9
o 8

en 1820 une table de tous

les produits jusqu'a 1000x 1000.

Mais ce document de Crelle, il convient de

le souligner, fait prés de 2000 pages®! Pas
vraiment commode a utiliser...

0100

Il 'y a a peine un siécle, plusieurs voyaient
les tables numériques pouvant aider a
effectuer une multiplication comme des
outils mathématiques utiles et pertinents.
Si on dispose par exemple d'une table
répertoriant les nombres triangulaires —
de la forme T =1+2+3+-+n pour n un
entier positif —, on peut faire appel a une
¢galité telle

ab=T, ,-T-T,

a a

(peut-étre un brin ésotérique...) pour calcu-
ler le produit de deux entiers par addition
et soustraction. (Voir la Section problémes.)
Une telle approche a effectivement été pro-
posée au 18¢ siecle, mais sans grand impact,
semble-t-il.

Une autre facon un peu singuliere de
multiplier deux nombres — dont d'aucuns
faisaient la promotion encore vers la fin du
19¢ siécle — repose sur l'identité élémentaire

4ab= (0 + b)? - (0 - b)?,

connue depuis fort longtemps
(la figure ci-contre en donne
une preuve visuelle sans doute
d'origine ancienne).

Si on dispose d'une table des carrés, on peut
donc obtenir le produit de deux nombres
en calculant d'abord leur somme et leur
différence, puis en trouvant dans la table les

4. Crelle est connu pour avoir fondé a Berlin
en 1826 le Journal flr die reine und ange-
wandte Mathematik Journal de mathéma-
tigues pures et appliquées), une revue de
mathématiques tres prestigieuse et la plus
ancienne encore en existence. On trouve au
fil des ans dans le « Journal de Crelle » des
articles de mathématiciens parmi les plus émi-
nents, notamment Abel, Cantor ou Gauss.

5. Etpourtant Crelle y utilise de nombreux strata-
gemes qui allégent considérablement sa table.

carrés correspondants dont on fait ensuite
la différence, que I'on divise finalement par
4. Un processus qui peut sembler complexe,
mais plus efficace pour de grands nombres
que le calcul du produit directement a la main.
Cette méthode de multiplication a été utili-
sée deés 1690 par le mathématicien allemand
Johann Hiob Ludolf (1649-1711) dans son
recueil Tetragonometria tabularia, une table
donnant les carrés des entiers de 0 a 99 999.
De fait I'approche proposée par Ludolf,
afin de réduire la taille des nombres en jeu,
revient plutdt a l'identité équivalente

() (5)

(voir I'encadré Un calcul & la Ludolf).

Emergence logarithmique | Jérome Camiré-Bernier * Bernard R. Hodgson ¢ Univer
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Sous un tel angle, la méthode peut étre

vue comme faisant intervenir en pra-
tique des valeurs numériques qui sont le
quart de carrés d'entiers,

_ o+ (a—b)
4 4

ab

()

On voit ainsi surgir lintérét de
construire des tables répertoriant
de tels nombres, ce qui a été réalisé
indépendamment en 1817 par
Antoine Voisin (France) et par Anton

Philipp  Burger (Allemagne). Le

titre du recueil de Voisin est en soi

assez remarquable : Tables de
multiplications, ou logarithmes

des nombres entiers depuis

1 jusqu'a 20 000, au moyen

desquelles on peut multiplier

tous les nombres qui n'excédent

pas 20 000, etc. (voir la figure ci-contre).
Remarquable non seulement par sa verbosité
— dans le style du temps, il faut le dire —
mais surtout par I'emploi (erroné!) du mot

logarithme : les « logarithmes » de Voisin
n‘ont absolument rien a voir avec cette no-
tion telle qu'on la connait aujourd'hui et
dont il sera question plus bas. Quelques
autres « tables de quarts de carrés » furent
publiées au cours du 19¢ siécle, les plus pro-
lifiques permettant de calculer des produits
de nombres jusqu'a 200 000.

Tombée en désuétude aujourdhui, la
méthode des quarts de carrés demeure un
témoignage historique éloguent quant au
deéfi pratique qu'a pu représenter au fil des
ages le calcul d'un produit, méme pour des
entiers assez modestes. Pouvoir ramener
une multiplication a une soustraction de
nombres pigés dans une table représente
un atout majeur, en termes de la complexité
des manipulations a accomplir. Il est frap-
pant a cet égard de voir James Glaisher
(1848-1928), théoricien des nombres
réputé de I'Université de Cambridge, en faire
la promotion en 1889 dans Nature, revue
scientifique parmi les plus anciennes et les
plus renommeées (voir Pour en savoir plus).
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S'intéressant au calcul d'un produit dont
on souhaite connaitre tous les chiffres, un
par un — et non pas simplement un ordre
de grandeur —, Glaisher déplore que la
méthode des quarts de carrés soit si peu
connue. Il insiste notamment sur la légéreté
de l'instrument de travail sur lequel elle
s'appuie :comme il s'agit d'une table a simple
entrée, son volume est réduit de maniére
considérable, comparativement a une table a
double entréecomme ce serait le cas avec une
table de Pythagore usuelle jusqu'a un entier
n donné®. Il s'étonne par ailleurs qu'il ait
fallu attendre le début du 19¢ siécle pour
disposer de tables de quarts de carrés,
étant donné la simplicité tant de la formule
algébrique a la base de la méthode que des
opérations arithmétiques intervenant dans
la construction méme de la table — voir a
ce sujet I'encadré A propos de la méthode
des quarts de carrés. (Insistons, concernant
ce dernier point, sur le fait que la construc-
tion de tables de logarithmes — au sens usuel
— est d'un niveau de complexité tout a fait
autre. On y revient dans un prochain texte.)

Mais Glaisher réalise pleinement que si les
tables de quarts de carrés ont tant tardé,
voire failli, a prendre leur essor, c'est en raison
de l'arrivée spectaculaire des logarithmes au
début du 17¢ siécle — épisode qui marqua
indéniablement un point tournant dans
I'nistoire du calcul.

Une autre méthode de calcul qui a connu
ses heures de gloire est la multiplication
par prosthaphérése’. On y fait intervenir des
valeurs trigonométriques afin de trouver
le produit ou le quotient de deux nombres
(voir l'encadré Une curiosité historique :
la prosthaphérése). Mais cette méthode est
rapidement tombée en désuétude, principa-
lement, 13 encore, en raison de l'arrivée des
logarithmes.

6. Pour rester dans le type de comparaison
que propose Glaisher, on peut observer que
la table de Voisin fait un maigre 123 pages,
ce qui permet d'effectuer tous les produits
de deux nombres dont la somme n’excede
pas 20 000. C’est vraiment peu, si on com-
pare avec la volumineuse table de Crelle qui
couvre pourtant un intervalle de nombres
beaucoup plus restreint.

7. Mot formé a partir du grec mpocbeci(,
«addition », et aponpeoil, « soustraction »,
deux étapes intervenant dans I'algorithme.

Une mirifique invention

Les développements majeurs surve-
nus au 16¢ siécle, dans des domaines
tels l'astronomie — sous l'influence
du Danois Tycho Brahe (1546-1601)
et de ['Allemand Johannes Kepler
(1571-1630) — ou encore la naviga-
tion, rendaient impérieux le besoin de
faciliter I'exécution de calculs longs
et compliqués. De meilleurs outils
permettant des observations plus fines,
il fallait pouvoir en rendre compte
aussi bien dans I'efficacité calculatoire
que dans la précision des résultats
obtenus. Si la prosthaphérése a pu
servir dans un tel contexte, c'est
I'introduction par le baron écossais
John Napier® (1550-1617) du concept
de logarithme®, dans son ouvrage
Mirifici logarithmorum canonis des-
criptio’ (1614), qui vint révolutionner
le paysage numérique, et ce de facon
durable.

Nous reviendrons dans un prochain
texte sur les origines de la notion de
logarithme" et sur I'apport d'autres
contributeurs tels Jost Birgi (1552-
1632) ou Henry Briggs (1556-1630),
de méme que sur la construction
de tables de logarithmes, que nous
tenons pour acquises dans ce qui suit.

8. Le patronyme Napier a connu diffé-

rentes graphies, notamment Naper et
Neper.

9. Du grec hoyol, « rapport », et apiOuol,
« nombre ».

10. C'est-a-dire Description de la merveil-
leuse regle des logarithmes.

11. A propos de I'origine des logarithmes,
voir aussi I'article sur John Napier
dans ce numéro.

Extrait de la table des quarts
de carrés de Voisin (1817)

o1 Accronuoth  voi. 14« hiver - printemps 2019
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Le but premier de ce nouvel
outil était de transformer une
multiplication en addition et
une division en soustraction.
Contrairement au contexte
d'une  multiplication  par
quarts de carrés (voir ci-haut),
son emploi en astronomie ou
en navigation visait non pas a
connaitre le nombre résultant
d'un calcul dans sa totalité,
chiffre par chiffre, mais plutot
a trouver son ordre de gran-
deur ainsi qu'une tranche de
chiffres significatifs. C'est Ia
le propre de calculs portant
sur des nombres découlant de
mesures physiques, obtenues
selon un certain degreé de preé-
cision. (Nous passons sous
silence ici les régles de
I'varithmétique des chiffres
significatifs ».)

Exprimée en notations mo-
dernes, l'idée sur laquelle
s'appuie le concept de loga-
rithme est de regarder un
nombre en lien avec l'expo-
sant dont il faut affecter une
certaine « base » donnée pour
le retrouver. Plus précisément,
un réel b strictement positif
et différent de 1 ayant été
fixé (la base) et considérant
un réel positif x, le logarithme
de x dans la base b, noté log, X,
est par définition l'exposant
(unique) u tel que bY=x. De
la suit immédiatement la
propriété fondamentale des
logarithmes : étant donné
deux réels (positifs) x et y de
logarithme respectif u et v,
on a

Xy =bUx bV= butv,
et donc log,xy=log,x+log,y,
tel que désiré. On vérifierait de
méme des relations analogues
pour le logarithme d'un
quotient ou d'une puissance.

Calculs logarithmiques

Nous proposons au lecteur un exercice sans
doute suranné, mais qui conserve un charme
indéniable : la recherche d'un produit a
I'aide d'une table de logarithmes. L'occasion,
somme toute, d'apprécier un savoir scolaire
aujourd'hui disparu mais encore d'impor-
tance il y a moins de cinquante ans... Nous
utiliserons a cette fin une table de logarithmes
de base 10 — appelés dans la littérature
logarithmes décimaux ou vulgaires, ou
encore logarithmes de Briggs'?. Dans ce qui
suit, la notation log x représente donc log, .

Considérons une valeur particuliere de X,
par exemple x = 578. Il est alors clair que
2 < logx < 3. Ecrivant x en notation scienti-
fique sous la forme x = 5,78 x 102, on a donc

log578 =log5,78 +log 10?
=l0g5,78 + 2.

On voit ainsi que la recherche de log 578 fait
intervenir le nombre log 5,78 qui est compris,
lui, entre 0 et 1. On aurait de méme

log5780 =log5,78 +log 10°

=log5,78+3,
ou encore
log0,00578 =log5,78 +log 103
=log5,78-3.

Ces observations sont tout a fait géné-
rales : tout réel positif x peut se représenter
sous la forme x = y x 10¢ avec y un réel tel
que 1<y<10 (la virgule décimale de y est
alors dite en position standard) et c un entier
(positif, négatif ou nul). L'exposant ¢ — qui
correspond a la partie entiere du réel logx
— <sappelle la caractéristique de logx,
tandis que le réel log y - la partie décimale de
log x - en est appelé la mantisse’. (Puisque

1<y<10, on a évidemment 0<log y<1.)

12. Par opposition aux logarithmes naturels
(parfois dits népériens), de base e.

13. De mantissa, mot latin dont la signification
exacte n'est pas attestée mais qui est relié
a l'idée de « supplément » ou de « surplus »
(par exemple surplus de poids). Utilisé par
John Wallis dans son De algebra tractatus
(1693) pour désigner la partie décimale d’un
nombre, le mot mantisse se retrouve avec
son sens moderne dans I'Introductio in
analysin infinitorum de Leonhard Euler
(1748).
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La recherche du logarithme d'un réel xdonné
porte donc essentiellement sur la recherche
de sa mantisse, de sorte qu'une table de lo-
garithmes (dans les faits, une « table de man-
tisses ») peut se restreindre a des réels entre
1 et 10. Mais selon le degré de précision
visé, il est souvent plus commode de voir les
nombres comme des entiers allant de 100 a
1000 (on considére alors des nombres ayant
trois chiffres significatifs — cette table était
fréquemment utilisée dans I'enseignement
secondaire)'®, ou encore de 1000 & 10 000
(avec quatre chiffres significatifs). De plus les
logarithmes eux-mémes pourront étre précis
a quatre positions décimales (cas encore une
fois fréquent dans l'enseignement secon-
daire), ou & cing décimales'®.

La figure ci-contre montre un extrait d'une
table de logarithmes a quatre positions dé-
cimales pour des nombres a trois chiffres si-
gnificatifs (donc entre 100 et 1000). On vy lit
entre autres que log5,78=0,7619, d'ou on
tire immédiatement que log578=2,7619 et
log5780=3,7619. Quant a log0,00578, on
obtient bien sar

log0,00578=0,7619 - 3,

que l'on serait peut-étre tenté d'écrire com-
me -2,2381. Mais l'usage montre qu'il vaut
mieux dans ce contexte conserver les man-
tisses positives, de sorte que l'on ferait
plutdt appel a une notation telle 3,7619 pour
représenter ce logarithme.

Par exemple, si on s'intéresse au produit
p=59%0,00578, on trouve

logp = log59+ log0,00578
=1,7709 + 3,7619
=(1+3)+(0,7709 + 0,7619)

2+ 15328

1,56328.

14. Tout nombre inférieur a 100 a un logarithme

de méme mantisse que son produit par

10 ou 100 — qui sera alors un nombre entre
100 et 1000 -, selon que le nombre est
entre 10 et 100 ou entre 1 et 10.

15. Des tables de logarithmes a six, voire sept,
positions décimales étaient d’usage relative-
ment courant.

16. Voir Marie Beaulieu et Bernard R. Hodg-
son, Accromath, vol. 10, hiver-printemps
2015, p. 23.

Extrait d'une table de logarithmes
(mantisses a quatre positions décimales)

[nJo] 17 2 3 4 [|5]6 7

8 ©

[ 33 |5185] 5198 5211 5224 5237 |5250| 5263 5276
34 |5315| 5328 5340 5353 5366 |5378| 5391 5403
i 35 |5441| 5453 5465 5478 5490 |5502| 5514 5527

55 |7404] 7412 7419 7427 7435 |7443| 7451 7459
56 |7482| 7490 7497 7505 7513 |7520| 7528 7536
57 |7559| 7566 7574 7582 7589 [7597| 7604 7612
58 |7634] 7642 7649 7657 7664 |7672| 7679 7686
59 |7709| 7716 7723 7731 7738 7745 7752 7760
60 |7782 7789 7796 7803 7810 |7818| 7825 7832
. 61 |7853| 7860 7868 7875 7882 |7889| 7896 7903

On voit alors que p est I'antilogarithme
de 15328, c'est-a-dire le nombre dont le
logarithme est 1,5328. La caractéristique
de ce log nous donne la puissance de 10
en cause: 107". Quant & sa mantisse, la vie
est parfois généreuse : on lit ici directe-
ment, en parcourant la table utilisée pour ce
calcul, que log3,41=0,5328, de sorte que
p = 0,341 (en se ramenant & trois chiffres
significatifs).

Mais il arrivera souvent que la mantisse ob-
tenue lors d'un calcul ne figure pas com-
me telle dans la table : il faut dans ce cas
recourir a des techniques d'interpolation
linéaire entre deux valeurs de la table pour
obtenir I'antilogarithme recherché (voir la
Section problémes).

Et la calculatrice vint...

Pendant plus de 350 ans, les tables de
logarithmes — et leur pendant instrumental,
la régle a calcul'® — ont
été abondamment uti-
lisées. Savoir effectuer
un calcul a l'aide de
ces tables figurait de
ce fait au programme
de I'école secondaire.
Si l'arrivée des calcu-
latrices, au milieu des
années 1970, a rendu
un tel apprentissage
totalement obsoléte,
il demeure néanmoins
pertinent de garder en
mémoire le rble que
ces outils ont joue
dans le développement
des mathématiques et
leur mise en application.

5289 5302

5416 5428
558 9R555]]

7466 7474
7543 7551
7619 7627
7694 7701
7767 7774
7839 7846
7910 7917
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André Ross
Professeur retraité

héologien, physicien, astronome et mathé-
maticien écossais, John Napier est né en
1550 & Merchiston, pres d'Edimbourg. Il est
mort au méme endroit en 1617. Issu d'une
riche famille, il est, comme son pére, baron
de Merchiston. On sait qu'il est entré a I'uni-
versité de St-Andrews a I'dge de 13 ans, mais
il n'a pas recu de diplome de cette institution.
On pense qu'il est allé poursuivre sa forma-
tion sur le continent européen, peut-étre a
Paris ou en Italie.

Aujourd'hui, Napier est surtout reconnu pour
avoir inventé les logarithmes mais, pour ses
contemporains, Napier est un théologien
protestant qui craint les agissements de Phi-
lippe, roi catholique d'Espagne. Il soupgonne
celui-ci de conspirer avec le pape pour enva-
hir 'Ecosse et conquérir ensuite la Grande-

Bien que les mathématiques ne soient pas
son activité principale, il a établi quelques
formules de trigonométrie sphérique (analo-
gies de Napier) et popularisé |'usage du point
pour la notation anglo-saxonne des nombres
décimaux.

Napier était préoccupé par le fait que le
progrés scientifique était difficile a cause
des calculs fastidieux que suppose toute
recherche scientifique et plus particuliere-
ment les calculs en trigonométrie sphérique,
indispensables en astronomie. |l a consacré
ses énergies au développement de méthodes
permettant de simplifier les calculs.

C'esten 1614 que Napier fit paraitre son traité
Mirifici  logarithmorum  canonis  descriptio

John Napier a d'abord étudié en théologie avant d'acquérir une

formation en mathématiques. Pour alléger les procédures de

calcul des produits, quotients, racines et puissances, il a inventé les

logarithmes et a congu les réglettes ou batonnets de Napier.

John Napier
1550-1617

Bretagne toute entiere. Napier met en garde
le roi Jacques VI d'Ecosse contre toute collu-
sion avec l'ennemi.

En 1593, Napier rédige A Plaine Discovery
of the Whole Revelation of Saint John' dans
lequel il fait une analyse du Livre de la Ré-
vélation en condamnant vivement I'Eglise de
Rome et faisant méme du pape I'antéchrist
de I'Apocalypse. Cet ouvrage lui vaut une
certaine réputation jusque sur le continent
aupres des protestants.

1. Le Livre de la Révélation, également
appelé Apocalypse de Jean est le dernier
livre du Nouveau Testament. /I dévoilerait
des choses qui avaient été cachées et la
préediction d’évenements dont plusieurs ne
se sont pas encore produits.

(Description de la merveilleuse regle des
logarithmes?) qui décrit son systéme de loga-
rithmes. Il y indique que deux considérations
I'ont amené a l'invention des logarithmes.
La relation entre une progression arithmé-
tique et une progression géométrique? est la
premiére de ces considérations.

2. L’ouvrage est rédigé en latin, langue des
sciences de I'époque. Etant donné I'impor-
tance de cet ouvrage, il fut rapidement tra-
duit en anglais pour une diffusion plus large.

3. Cette relation avait été étudiée par Michaél
Stifel (1486-1567), mais celui-ci n‘avait pas
eu l'idée de calculer des correspondances
suffisamment denses pour pouvoir utiliser
efficacement cette relation.



Trigonométrie spherique

La trigonométrie sphérique est I'étude des relations
entre les angles et les cotés dans un triangle sphérique.
Un triangle sphérique est une portion de la surface d'une
sphére limitée par les arcs de trois de ses grands cercles,
c'est-a-dire des cercles ayant le méme centre que la
sphére. Les cotés du triangle
sphérique sont donc des por-
tions d'arcs de grands cercles.
Il est a noter qu'un triangle sur
une sphere n'est pas toujours
sphérique, si au moins un de
ses cOtés n'est pas une portion
d'un arc de grand cercle, il est
dit triangle curviligne.

Dans la figure du bas, A, B et C, points d'intersection
de trois grands cercles, sont les sommets d'un triangle
sphérique. On note «, B et v, les angles du triangle aux
sommets A, B et C, respectivement. On note a, b et ¢
les angles sous-tendus au centre O de la sphére par Ia
partie de grand cercle corres-
pondante. Ainsi, a désigne
I'angle BOC, b désigne l'angle
AOC et ¢, I'angle AOB. Les lon-
gueurs des cotés sont obtenues
en multipliant les mesures en
radians des angles q, b et c par
le rayon de la spheére.

Triangle curviligne

Triangle sphérique

Les relations en trigonométrie sphérique sont analogues
a celles de la trigonométrie euclidienne. Ainsi, en trigo-
nométrie euclidienne, la relation des sinus s'écrit:

a b c

sinot sinf - siny
et en trigonométrie sphérique elle s'écrit :
sina _sinb _sinc

sinot sinB - siny’

Dans son De Varorium publié en 1593, Francois Viete
donne 'importante loi des cosinus:
COS C = C0SACOos b + sinasin bcosy

qui relie la longueur d'un coté a celles des deux autres
cOtés ainsi qu'a l'angle entre eux.
Les analogies de Napier, expressions plus élaborées,
s'écrivent:

o-p

c
tan—cos—— = tan
2 2

a-p
2

a+b  a+P

COS——,
2

= tana__bsina_-i_ﬁl
2 2

C .
tan—sin
2

-b 3 +0
cotlcosa—=tana—Bcosa—,
2 2 2 2

Y

. a—b o—pB . a+b
cotEsmT=tan—Bsm—.
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4x1 =
4x2 =
4x3 =
4x4 =
4x5 =
4x6 =
4x7 =
4x8 =
4x9 =

7x1 =
7%x2 =
7%x3 =
7x4 =
7x5 =
7x6 =
7x7 =
7x8 =
7x9 =

En 1617, Napier publie Rab-
dologiae seu numerationis per
virqulas libri duo (Deux livres
sur la rhabdologie® et sur la
numération avec virgules). Il y
présente un abaque, appelé
maintenant bdtons ou réglettes
de Napier, pour faciliter le
calcul des produits, quotients,
puissances et racines.

Les réglettes sont divisées en
neuf cases. La case supérieure
porte un chiffre de 0 a 9.
Les huit autres cases sont
divisées en deux par un
trait diagonal. Sur chaque
réglette est portée la table de
multiplication du nombre qui
apparafit sur la case supérieure.

L'abaque comporte un plateau a rebord sur
lequel peuvent étre placées les réglettes gra-
vees. Le bord gauche du plateau est grave lui
aussi et divisé en neuf cases numérotées de
1a9.

On dispose sur le plateau les réglettes repré-
sentant I'opération a effectuer de telle sorte
que celle-ci se ramene a de simples additions.

Considérons les réglettes 4 et 7, illustrées
ci-contre et disposons celles-ci dans le
plateau. Effectuons la somme de chacune des
diagonales apparaissant sur la ligne 3, La
premiére diagonale a droite ne comporte que
le chiffre 1. La deuxieme diagonale donne
2+2=4. Dans la troisiéme, on a encore un
seul chiffre, 1. Les trois chiffres obtenus
forment le nombre 141, soit 3 x 47.

Sur la ligne 7, la premiére diagonale ne com-
porte que le chiffre 9, la seconde comporte
les chiffres 8 et 4 dont la somme est 12. On
conserve 2 en deuxiéme position et on reporte
une unité dans la diagonale suivante qui
donne 2+ 1=23. On obtient 329, soit 7 x 47.
Si on considére la ligne 8, la premiére diago-
nale a droite donne 6. La somme des chiffres

5. Du grec pofdoc (baguette) et Aoyoo
(science). Dans cet ouvrage, il explique com-
ment utiliser des batonnets pour effectuer
des calculs; il présente aussi la notation déci-
male actuelle des nombres décimaux, au
lieu de la notation fractionnaire, soit 2,8 au
lieu de 2 4/5.

~
~

1512A41| 141

24l44|| 329
35|9%|| 376

© (0 |IN |o | | |Ww N
N
o
w
ol

de la deuxieme diagonale donne 7 et la troi-
sieme 3, soit 376= 8 x 47.

Pour obtenir le résultat du produit 378 x 47,
on écrit le résultat du produit par le nombre
d'unités du multiplicateur, 8, et on décale
vers la gauche d'une colonne pour le résul-
tat du produit par le chiffre des dizaines, 7,
puis par le chiffre des centaines, 3. En addi-
tionnant ces nombres, on obtient 17 766 soit
le produit 378 x 47.

4| 7

—_

241 141

© |0 [N | (o |d |w |
w N\ N\ N\ [\
DN\ [NN\ [\ | P\[O\| O\|
IS
N

Pour effectuer le produit
7 035 x 384,

on dispose dans l'ordre les réglettes 7,
0, 3 et 5 et on détermine les chiffres des
produits par 3, par 4 et par 8 en additionnant
les chiffres des diagonales a partir de la
colonne de droite.

N
~
o
w
o

21105
28140

44199(21|36 56280

© |0 (N (oo |0 | W (N
~
N
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Il reste a disposer les nombres obtenus en
placant d'abord le résultat du produit par
le nombre des unités et on décale vers la
gauche d'une colonne pour le résultat du
produit par le chiffre des dizaines, puis par le
chiffre des centaines. Il ne reste qu'a effec-
tuer la somme.

28 140

562 80
2110 5
2701 440

On obtient 7035 x 384 = 2 701 440.

Conceptuellement, l'utilisation des réglettes
de Napier pour effectuer une multiplication
se compare a la multiplication par jalousie
(voir & ce propos larticle Emergence loga-
rithmique : tables et calculs dans ce numéro).

La multiplication de 934 par 314 a l'aide des
réglettes donne :

John Napier | André Ross ® Professeur retraité

01 3

9|3 /4|1
6| 2| /6| 4

On additionne ensuite en suivant les diago-
nales a partir de celle du bas a droite. Lorsque
la somme des chiffres d'une diagonale est
supérieure a 9, on reporte la retenue dans la
somme de la diagonale suivante. On obtient:

9 3 4

2
7V 9,/2
9(0710 /|0
3

9|3 4|1

3176|2| 6| 4
2 7 6

On remarque que ces deux facons de procé-
der utilisent la propriété de distributivité de
la multiplication sur I'addition, soit:

934 x 314 = 934 x (300 + 10 + 4)
=934 x 300 + 934 x 10 + 934 x 4.
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-
-

1 9 3| 4 934 .. , 1 7
526 Pour diviser 1342 par 47, on dispose . 4| 94
2 9 dans l'ordre les réglettes du diviseur et 2 141
3|27196| 14| 2802 on peut lire directement les produits 3 5 1
4 |36|15| 14 37/3(6 du diviseur par les chiffres de 1a 9. £ 2638 188
5 |46} 6|20|| 293276 le diviseur est plus grand que la| > 2045 £9%
6 15414124 tranche des deux premiers chiffres | [-5 > 44 2 222
S 64124124 du dividende, on considére la tranche | | .Z1”8.”9 329
. 3 des trois premiers chiffres, soit 134. | |8 |32/>%|| 376
8 ; 2774 . 2 Les réglettes permettent de lire que | | o [36/83] 423
9 P17 7176 2x47=94 est le plus grand multiple
de 47 inférieur a 134. Le premier chiffre du
La ligne 4 représente le produit de 934 par le  quotient est 2 et on soustrait 94 de la tranche
chiffre des unités. La ligne 1 représente le ré-  des trois premiers chiffres, ce qui donne 40.
sultat de la multiplication par le chiffre des On abaisse le chiffre restant et on obtient
dizaines - on decale donc ce nombre d'une  402. Le plus grand multiple de 47 inférieur a :
colonne vers la gauche. La ligne 3 représen- 402 est 376, soit 8 x 47. Le deuxieme chiffre Etape 1
tant le résultat de la multiplication par le  du quotient est 8 et on soustrait 376 de 402. | 1342 [ 47
chiffre des centaines, on décale ce hombre QOn obtient un reste de 26. ‘i—‘éz 2
de deux colonnes vers la gauche. Il reste 8 on poyrrait aussi poursuivre le calcul afin ;
additionner pour obtenir le résultat de 12 geyprimer le reste sous forme décimale. On Eiape 2
multiplication, soit 293 276. vérifierait ainsi qu'a trois décimales pres, le | 1342 L47
Dans la multiplication par jalousie, on écrit  quotient est 28,253. _igz 28
seulement les lignes des chiffres du multipli-  eg exemples illustrent comment utiliser les | ~376
cateur 314. Soit dans 'ordre les lignes 3, 1€t sgiettes dans des cas simples. Cependant, 26
4 des réglettes 9, 3 et 4. Ce qui donne: elles permettaient d'alléger les calculs sur des
nombres beaucoup plus grands que ceux de
ces exemples. Elles permettaient également
d'extraire des racines; nous y reviendrons
dans un prochain numéro.




Christiane Rousseau

Dans tout atlas géographique, on utilise plu-
Université de Montréal

sieurs couleurs pour colorier les pays. Et on
utilise une couleur différente pour les lacs
et les océans. Quel est le nombre minimal de
couleurs dont on a besoin ?

On va oublier la contrainte d'utili-
ser la méme couleur pour les lacs et
les océans que l'on va simplement
regarder comme des régions a colorier
au méme titre que les pays. La pre-
miére portion de carte a gauche nous montre
immédiatement qu'il faut au moins quatre
couleurs.

La seconde portion de carte est coloriée
avec cing couleurs. On peut bien sar
changer le rouge pour du vert et n'en
utiliser que quatre! Et supposons
que cette carte représente une ile. On
pourrait alors colorier I'océan qui lI'entoure
en violet et n'utiliser que quatre couleurs.
Oui, mais est-ce encore possible si ces cing
pays forment une portion d'une carte plus
grande avec beaucoup d'autres pays?

tions

Montrer que quatre couleurs suffisent pour
colorier une carte est un probléme trés dif-
ficile. Historiquement, on a commencé par
montrer que six couleurs suffisent. On a
raffiné ensuite la preuve pour montrer que
cing couleurs suffisent. Suivirent, coup sur
coup, deux preuves erronées que quatre
couleurs suffisent, la premiere, par Kempe, en
1879, et la seconde, par Tait, en 1880. Méme
Si ces preuves se sont avérées erronées, elles
contiennent des idées trés profondes qui
conduiront a la preuve de Appel et Haken en
1976.

Applica

De combien de couleurs a-t-on besoin au minimum

pour colorier n'importe quelle carte géographique,

avec la contrainte que deux pays partageant une frontiére
commune doivent étre coloriés de couleur différente ?

Le théoreme des quatre couleurs affirme que quatre cou-
leurs suffisent. Ce théoréme a été prouvé en 1976 par
Kenneth Appel et Wolfgang Haken : a I'époque c'était le
premier théoréme prouvé a l'ordinateur. Et maintenant,
au 21¢ siécle, il continue @ fasciner les mathématiciens.

La grande idée de la preuve

Supposons que le théoréme des quatre cou-
leurs ne soit pas vrai. Alors il existe une carte
dont le coloriage requiert au moins cing cou-
leurs. Prenons alors une carte minimale
dont le coloriage requiert cing couleurs.
Si on construit une carte avec moins de
pays dont le coloriage re-
quiert encore cing couleurs
on obtient une contradic-
tion et on a gagné.

Prenons un exemple. La
carte ne peut contenir
une région comme celle
ci-contre. En effet, si la
grande carte a besoin d'une
cinquiéme  couleur, par
exemple le orange, c'est
parce que le reste de la
carte utilise aussi le rouge. Sinon on pourrait
changer le rouge pour du orange et utiliser
quatre couleurs. Dans cette carte si j'enléve
le pays rouge central j'obtiens une carte plus
petite qui a besoin de cing couleurs !

On va dire que la région est réductible.

Toute I'essence de la preuve du théoréme des
quatre couleurs revient a montrer que toute
carte dont le coloriage nécessiterait cing
couleurs contient une région réductible. Pour
systématiser cette démarche, il faut modeli-
ser la carte.

Modeéliser une carte

par un graphe

De nombreux problemes mathématiques
peuvent se modéliser par un graphe. Dans le
cas du coloriage d'une carte, on la modélise
par un graphe planaire. Les sommets sont les



points ou au moins trois fron-
tieres se rejoignent, les arétes
sont les morceaux de frontiére
entre les sommets. Comme
le graphe est dans un plan,
les arétes séparent les faces.
Les illustrations a gauche
montrent comment modeéliser
une carte par un graphe.
Colorier la carte revient a co-
lorier les faces.

Dans le probleme des
quatre couleurs, il suffit de se limi-
ter a des graphes connexes, c'est-a-dire
en un seul morceau. En effet, si on a deux

morceaux de carte qui ne se touchent
pas, on choisit la couleur du fond et on
colorie indépendamment les deux morceaux.

On veut montrer que toute carte dont le
coloriage nécessiterait cing couleurs contient
une région réductible. Quelles sont ces
régions réductibles ? On va utiliser le fait que
dans le graphe d'une carte:

au moins une face n'a pas plus
de cinq arétes.

Ceci suit de la formule d'Euler pour les
graphes planaires connexes (voir encadré).

Avant de s'attaquer au coloriage a quatre
couleurs, regardons celui a six couleurs, puis
celui a cing couleurs.

Toute carte peut étre
coloriée avec six couleurs

Appliquons la grande idée. S'il existe une
carte qui ne peut étre coloriée avec six cou-
leurs, alors il existe une carte minimale qui
ne peut étre coloriée avec six couleurs. Cette
carte contient un pays qui n'a pas plus de
cing frontieres et qu'on peut donc facilement
colorier avec six couleurs.

Enlevons ce pays comme sur la deuxiéme
figure et on obtient une carte plus petite
qui ne peut étre coloriée avec six couleurs.
Contradiction.

Le théoréeme des quatre couleurs | Christiane Rousseau ¢ Université de Montréal
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Applications

Toute carte peut étre
coloriée avec cinq couleurs

Appliquons encore la grande idée! Suppo-
sons qu'il existe une carte qui ne peut étre
coloriée avec cing couleurs. Prenons alors
une carte minimale qui ne peut étre coloriée
avec cing couleurs. Comme ci-contre, il
existe un pays qui a au plus cing frontiéres,
et concentrons-nous sur le cas ou il a exac-
tement cing frontiéres.

Sur la figure, on voit que le pays bleu et le
pays jaune ne se touchent pas. Unifions-les
avec le pays central.

Cette carte a moins de pays que la précé-
dente, qui était une carte minimale ne pou-
vant étre coloriée avec cinqg couleurs. Dong,
comme cette carte est plus petite, elle peut
étre coloriée avec cing couleurs (ce n'est pas
nécessairement le méme coloriage qu'avant).
Mais seulement quatre couleurs ont été
utilisées pour colorier les pays adjacents
a l'ancien pays central. Il reste donc une
couleur qu'on peut attribuer a ce pays.

Pour une deuxieme fois, on a identifié une

région réductible et on a pu se ramener a

un probléme de coloriage d'une carte plus

petite.

Mais, est-on sdr qu'il y a toujours deux pays

qui ne partagent pas une frontiére commune ?
Oui !

Cela demande d'introduire un nouvel outil :
le graphe dual d'un graphe (voir encadré).

Colorier une carte
avec quatre couleurs ?

On utilise encore la méme idée. On suppose
que ce n'est pas possible. On prend une carte
minimale qui ne peut pas étre coloriée avec
quatre couleurs et on cherche une carte plus
petite non coloriable avec quatre couleurs.
On sait que cette carte a une face qui a moins
de cing arétes. Il y a trois cas a considérer, se-
lon que la face a trois, quatre ou cing arétes.

On a déja vu ci-dessus que le cas d'une face
a trois arétes est réductible.




Le théoreme des quatre couleurs | Christiane Rousseau ¢ Université de Montréal

Si la face a quatre arétes, il faut travailler un
peu plus.

Regardons la carte suivante :

On voit que le rouge et le vert a droite sont
isolés. On peut donc les échanger.

On peut maintenant enlever le pays central
en le fusionnant avec les deux pays verts : on
a donc une configuration réductible !

Mais que faire, s'il y a une chaine alternant
entre le rouge et le vert et joignant les voisins
rouge et vert du pays violet ?

Onremarque que cette chaine isole le jaune en
haut du bleu en bas. On peut alors échanger
le jaune et le bleu en bas dans toute la chaine
qui les joint.

De nouveau, on peut fusionner le pays
central avec les deux pays jaunes : la confi-
guration est encore réductible.

Et si la face a cinq arétes ?

On vu plus haut I'idée de chaine. Cette idée
trés puissante a été introduite par Alfred
Kempe, et il I'a utilisée en 1879 pour traiter
le cas de la face a cing arétes et annoncer
la preuve du théoréme des quatre couleurs.
Malheureusement, sa preuve contenait une
erreur...

Le théoreme des quatre
couleurs

Toutes les idées de la preuve de Kenneth
Appel et Wolfgang Haken sont la. Ils sup-
posent qu'il existe une carte qui ne peut étre
coloriée avec quatre couleurs. lls prennent
alors une telle carte minimale. On a vu
ci-dessus des exemples de configurations
réductibles. L'essence de la preuve est de
montrer que toute carte doit contenir une
configuration réductible. Mais, le nombre de
configurations réductibles a analyser est trés
grand, si bien que seul un ordinateur peut
venir a bout de les analyser. La preuve de
Appel et Haken comprend de montrer que
toute carte doit contenir au moins une
configuration réductible parmi une liste de
1478 configurations réductibles et, bien sir,
de montrer que ces 1478 configurations sont
bien réductibles.

Un regain d’intérét pour
le théoreme des quatre
couleurs

Les mathématiciens n'ont pas abandonné
I'espoir qu'il puisse exister une preuve du
théoréme des quatre couleurs sans recourir
a l'ordinateur. En 1880, Peter Guthrie Tait
avait aussi publié une preuve qui s'est révelée
erronée. Mais, la premiére partie de sa
preuve établit une équivalence entre le théo-
reme des quatre couleurs et un probléme de
tricoloriage des arétes d'un graphe pla-
naire sans pont (voir encadré) dont tous les
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Applications

sommets sont de degré 3. C'est ce probléme
de coloriage d'arétes qui fascine plusieurs
mathématiciens. En particulier, dans leur
conférence pléniére au Congrés international
des mathématiciens de 2018, Peter Kronheimer
et Tomasz Mrowka ont annoncé de nouveaux
théorémes de topologie algébrique qui
permettront, esperent-ils, de donner une
preuve du probléme équivalent de tricolo-
riage des arétes d'un graphe sans recours a
I'ordinateur.

L'équivalence de Tait

Premiére étape : pour montrer que le théo-
reme des quatre couleurs est vrai, il suffit de
se limiter a des cartes sans pont dont tous les
sommets sont de degré 3 (voir encadré).

Supposons qu'on puisse
colorier la carte avec
quatre couleurs, rouge
(R), bleu (B), jaune
(J) et vert (V). Mon-
trons que cela permet
de donner un trico-
loriage  des  arétes,
c'est-a-dire un coloriage
des arétes avec trois
couleurs, orange, violet
et noir, de telle sorte que
les trois arétes associées
a chaque sommet soient
de couleur différente.

[l'y a trois manieres de
diviser les quatre cou-
leurs en deux ensembles
de deux couleurs. On peut avoir :

. R,BetV,J;
[I. R, JetB,V;
. R,VetB,)J

Si l'aréte est entre deux faces du groupel, on
la colorie en orange; si elle est entre deux
faces du groupe Il, on la colorie en violet ;
et si elle est entre deux faces du groupe |lI
on la colorie en noir. Réciproguement, sup-
posons qu'on ait un tricoloriage des arétes
du graphe. Alors, on peut donner a une des
faces une couleur arbitraire et, de proche en
proche, colorier les autres faces de la seule
couleur possible compatible avec la couleur
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des arétes. On peut se convaincre que ceci
donnera un coloriage a quatre couleurs de la
carte initiale.

Ainsi montrer le théoréme des quatre cou-
leurs devient équivalent a montrer que, pour
tout graphe planaire sans pont dont tous les
sommets sont de degré 3, il existe un tricolo-
riage des arétes du graphe.

Voyons que cette derniere propriété est vraie
si le graphe posséde un circuit hamiltonien,
c'est-a-dire un chemin fermé formé d'une
suite d'arétes qui passe exactement une fois
par chaque sommet : voir le chemin orange
et violet sur la figure. Remarquons que ce
circuit a alors un nombre pair de sommets.
En effet, comme chaque sommet est de
degré 3, on a 2A = 3S. Dongc, 2 divise S. Le
circuit hamiltonien lui-méme a exactement
S arétes, soit un nombre pair d'arétes. Alors,
on colorie les arétes du circuit en alternance
avec deux couleurs, et on colorie les arétes
restantes avec la troisieme couleur. On peut
aussi colorier directement la carte. On utilise
en alternance deux couleurs a l'intérieur du
circuit hamiltonien et deux couleurs a 'extérieur.

Tait a conjecturé que tout graphe sans pont

O —

/ \
/ \
/ \
/I O ———0 \

dont tous les sommets sont de degré 3 a un
circuit hamiltonien. Cette derniére conjec-
ture est fausse. Voici un exemple de graphe
a 46 sommets de degré 3 qui n'a pas de
circuit hamiltonien. Pourtant, on peut colo-
rier ses arétes avec trois couleurs.
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Applications
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sont ouverts a gauche et fermés a droite.

. a

Comme dit le proverbe, I'union fait la force. Cette vérité maintes
fois éprouvée sur les champs de bataille, en politique, en affaires et
en amour, s'applique également en statistique. Comme nous allons

l'illustrer au moyen du concept de forét aléatoire, la combinaison
d'un ensemble de modéles simples permet souvent d'obtenir

de meilleures prévisions que I'emploi d'un seul modéle,
aussi complexe et sophistiqué soit-il.

« Les diamants sont
éternels »

Roméo a récemment rencontré la femme
de ses réves et il veut la demander en ma-
riage. Pour respecter des traditions qui lui
sont cheéres, il désire |ui offrir un diamant. En
consommateur averti, il cherche d'abord a se
renseigner sur les prix et les facteurs qui les
influencent. Il déniche pour ce faire un fichier
décrivant les principales caractéristiques et le
prix de 53 940 diamants.

Dans cet échantillon, le prix moyen d'un

diamant est de 3 932,80 $. Toutefois, les prix

varient beaucoup. Pour mesurer la dispersion

de données x;, ..., X, autour de leur moyenne
= (X, + -+ x)In,

on calcule généralement |la

expérimentale, soit

2 ={0-m?+-+(x,-m?}(n-

OUu encore sa racine carree, s, appelée |'écart-

type. Dans le cas présent, Roméo trouve s

= 3 989,44% et s2=15915629%2 L'écart-

type est donc du méme ordre de grandeur

que la moyenne, ce qui est le signe d'une trés

grande fluctuation dans les prix.

variance

0,2 carat ou moins 12| 386,17 $
0,2 3 0,4 carat 14 379 739,60 $
0,4 3 0,6 carat 10 057 | 1 466,49 $
0,6 4 0,8 carat 6963| 264142 %
0,8 4 1 carat 5027 | 424370 $
14 1,5 carat 12060 | 6 513,53 $
1,5 & 2 carats 3553 (11321,77 $
Plus de 2 carats 1889

Tableau 1

de leur masse en carats. Les intervalles

Q-

b

14 951,25 $
Prix moyen des diamants en fonction

"union fait la force

Pourquoi les prix varient-ils
autant?

Si les prix fluctuent tant, c'est que les carac-
téristiques des diamants sont différentes, a
commencer par leur taille, mesurée en carats
(un carat équivaut a 200 mg). En regroupant
ses données en classes comme au tableau 1,
Roméo constate en effet que le prix moyen
d'un diamant augmente en fonction de son
nombre de carats.

Pour voir dans quelle mesure le nombre de
carats d'un diamant permet d'en prédire
le prix, supposons un instant que chaque
diamant se vende au prix de sa classe, tel
qu'indiqué au tableau 1. Autrement dit,
supposons que tous les diamants de 0,2 carat
ou moins se vendent 386,17 $, que tous ceux
qui font entre 0,2 et 0,4 carat se vendent
739,60 %, etc. Ceci n'affecterait pas le prix
moyen d'un diamant, qui serait encore de
3932,80%, comme on peut s'en rendre
compte en calculant la moyenne pondérée
des données du tableau 1. Toutefois, la
variance serait alors de 13416227%2 Ce
modele de prévision du prix d'un diamant
permettrait donc d'expliquer

13 416 227 [ 15915 629 = 84,3%

de la variation totale. Pas mal, mais comme on
va le voir dans la suite, on peut faire mieux.
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Construire
de meilleures classes

Lorsqu'il a construit le tableau 1, Roméo a
créé ses classes arbitrairement. Il s'en est bien
tiré, mais son modele est perfectible. Une
bonne maniere de I'améliorer, fréquemment
employée en pratique, consiste a procéder
de facon itérative en maximisant a chaque
étape le pourcentage de variance expliquée.

Dans un premier temps, Roméo scindera son
échantillon en deux parties C, et C, selon que
le nombre de carats est inférieur ou supérieur
a un nombre c. En se servant d'un ordinateur,
il trouvera la valeur de c pour laquelle le
tableau résultant (qui compte alors deux
lignes) explique le plus grand pourcentage
possible de la variation totale. Puis, les classes
C, et C, seront elles-mémes scindées en deux
selon le méme critere. Ces scissions se feront
auxpoints ¢, et c,, respectivement. L'approche
sera ensuite répétée une troisieme fois, ce qui
définira au final huit classes, comme c'était le
cas au tableau 1. La différence est que cette
fois, le choix des classes aura été effectué
selon un critére bien précis plutot qu'au petit
bonheur la chance.

Cette procédure itérative peut étre résumée
graphiguement par une arborescence comme
celle de la figure 1, dans laquelle les branches
se prolongent de noeud en nceud jusqu'aux
feuilles. Chaque feuille représente une classe
a laquelle est rattaché un prix. Le tableau 2
correspondant permet d'expliquer 86,7 % de
la variance totale, alors que le tableau 1 n'en
expliquait que 84,3 %.

oul carat < 0,995

carat < 0,625

En termes mathématiques, le modéle de
prévision ainsi créé s'exprime comme une
combinaison linéaire de variables indicatrices.
En effet, si x représente la masse d'un
diamant en carats, alors le prix est déterminé
par la formule en encadré :

Prix = 781,80/ (x) + 1 675,05-/ (x) + -+ 14 834,69-/

[0;0,465( [0,465; 0,625[ [1,915; +ee[(X)
ol /,(x) est une variable qui vaut 1 ou 0 selon
que la masse x en carats d'un diamant donné
se trouve ou non dans l'intervalle A. On dit
que c'est un arbre de régression. Le terme

régression est justifié car la formule servant

a predire le prix est une somme pondérée de f:.’
variables explicatives. Toutefois, ces variables g
ne prennent ici que les valeurs O et 1 au lieu £
d'étre continues. :
Classe Effectif | Prix moyen ;
Moins de 0,455 carat| 17 289 781,80 $ K
0,455 a 0,625 carat 7498 [ 167505% e
0,625 a 0,865 carat | 7255 | 271434 $
0,865 a 0,995 carat 2838 | 3938,64 % E
0,995 a 1,175 carat 9011 | 567281 $
1,175 a 1,495 carat 3814 | 724342 % 5
1,495 4 1,915 carats | 4051 [10872,79 $ E—
1,915 carat ou plus 2184 |14 834,69 $ 19

Tableau 2.
Prix moyen des diamants en fonction de leur
masse en carats. Les intervalles sont ouverts
a droite et fermés a gauche.

'70’7\

carat < 1,495

T

carat < 0,455 carat < 0,865

(78180 ) (167505 ) (271434 ) (393864 ) (567281 ) (724342) (1087279 ) (14 834,69)

Figure 1. Arbre obtenu en scindant successivement les groupes de diamants en deux sur la
base de leur masse en carats. Chaque scission est faite de fagon & maximiser la variance expli-
quée. Les montants inscrits dans les ovales bleus sont les prix des huit classes.

N B

‘, A 4

T

carat < 1,175 carat < 1,915
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Améliorer le modeéle
en y incorporant
d’autres variables

Evidemment, il n'y a pas que le nombre de
carats qui sert a fixer le prix d'un diamant. On
peut penser par exemple a la clarté, la couleur
et la coupe des diamants, ainsi qu'a leurs
dimensions (longueur, largeur et profondeur)
mesurées en millimétres. Comme toutes ces
informations sont disponibles dans le jeu
de données de Roméo, il pourrait songer, a
chaque fois que vient le moment de scinder
une classe en deux, a le faire sur la base
de la caractéristique, au choix, qui permet
de maximiser le pourcentage de variance
expliquée.

son jeu de données serait alors expliquée. A
premiére vue, ca semble idéal mais c'est aussi
dire que le prix de chaque diamant dépend
alors de maniere unique de ses propriétés.
Or au départ, le modele visait a permettre
d'identifier les principales caractéristiques
des diamants qui en déterminent le prix. Si on
le complexifie a I'extréme, il finira certes par
se coller de tres pres aux données. Ce faisant,
l'utilité de ce modele risque cependant d'étre
limitée lorsqu'il s'agira de prédire le prix de
futurs diamants car il reflétera moins les
points communs a tous les diamants que la
spécificité de ceux qui ont été utilisés pour sa
construction.

/OU\ corat <099 non\

largeur < 5,535

T

largeur < 7,195

T~

largeur < 4,995 carat < 0,865 clarté =11, SI1, SI2, VS2 largeur < 7,815

(78885 ) (169968 ) (272978 ) (393864 )( 5397,09 ) (849574 ) (10899,96 ) (14840,16)

Figure 2. Arbre obtenu en scindant successivement les groupes de diamants en deux. Chaque
scission est opérée sur la base d’une seule des variables disponibles, au choix. La variable et

le point de scission sont choisis de facon a maximiser la variance expliquée.

En procédant ainsi, Roméo obtiendra un
modéle statistique plus complexe, comme
celui qui est représenté par |'arborescence
de la figure 2. Dans ce modéle, la clarté
d'un diamant est une caractéristique jugée
importante pour en déterminer le prix s'il
fait 0,995 carat ou plus et si sa largeur est
inférieure a 7,195 mm. En revanche, seule
la largeur et le poids jouent un rdle dans
la prévision du prix d'un diamant de moins
de 0,995 carat. Grace a ce modele, on peut
dorénavant expliquer 88,9 9% de la variance
totale. On a donc encore gagné en efficacité,
passant de 86,7 % (au tableau 2) & 88,9%
d'explication de la variance totale.

Evaluer un modeéle

de prévision

Dans le but d'accroitre encore la proportion
de variance expliquée par son modele, Roméo
pourrait considérer des arbres a 16 feuilles, a
32 feuilles, et ainsi de suite. En poursuivant
la démarche a l'ultime, chaque feuille de son
arbre représenterait éventuellement un seul
diamantet 100 % de la variance observée dans

Afin d'évaluer la valeur de son modele
comme outil de prévision, Roméo doit donc
le valider sur des données qui n'ont pas servi
a son élaboration. Pour y arriver, il n'est pas
nécessaire de trouver de nouvelles données.
[l suffit de n'utiliser qu'une partie du jeu de
données initial dans la phase de construction
du modéle ; on peut alors procéder a son
évaluation avec les données restantes.

Supposons par exemple qu'aprés avoir
tenu compte de son budget, Roméo décide
de concentrer son attention sur les 6042
diamants dont la masse varie entre 1 et 1,05
carat. Il en choisit 1500 au hasard et les met
de coté a des fins de validation. Les 4542
autres diamants constitueront I'échantillon
d'apprentissage qui lui servira a élaborer son
modele.

L'objectif de Roméo étant de prédire au
mieux la valeur marchande d'un diamant en
fonction de ses propriétés, il mesure l'erreur
quadratique moyenne (EQM) de prévision,
définie par 500

1 . .
EOM = —— révision. —prix: )",
1500,2;['O = Prix)
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c'est-a-dire la moyenne du carré entre la
prévision du prix d'un diamant fournie par le
modele et le prix avéré. Plus I'EQM est petite,
plus le modéle est précis. Lorsque le calcul
de I'EQM n'est effectué qu'avec les données
d'apprentissage, il correspond a la portion
non expliquée de la variation totale. Pour
référence, I'EQM du meilleur modéle obtenu
jusqu'ici par Roméo était de 177421187,
soit environ 100,0% - 88,9% = 11,1% de
15915629 $2.

Aprés avoir déterminé son arbre de régression
au moyen des données d'apprentissage,
Roméo s'en sert pour prédire la valeur de
chaque diamant de I'échantillon de validation
en fonction de ses caractéristiques. Chacune
de ces prévisions est ensuite comparée au
véritable prix du diamant correspondant.
Lorsqu'il est amené a choisir entre deux
modeles, Roméo peut ainsi comparer leur
performance et opter pour celui qui conduit
a la plus petite EQM.

Elagage d'arbres

Les arbres construits jusqu'ici comptaient tous
huit feuilles, mais ce nombre était arbitraire.
On pourrait complexifier I'arborescence en
lui ajoutant des branches. Pour déterminer
le nombre optimal de feuilles, on peut se
servir de I'EQM calculée sur I'échantillon
de validation (1500 diamants). La figure 3
montre la progression de I'EQM en fonction
de la complexité de I'arbre, telle que mesurée
par son nombre f de feuilles. La courbe en
noir est calculée au moyen de I'échantillon
de validation (1500 diamants), alors que
la courbe en rouge est obtenue a partir de
I'échantillon d'apprentissage (4 542 diamants).

La figure 3 montre que les deux courbes
décroissent rapidement jusqu'aux environs
de f= 50 feuilles. Noter que sur le graphique,
les courbes n'ont été tracées que pour £=10.
Par la suite, I'EQM calculée a partir de
I'échantillon d'apprentissage (en rouge)
continue & chuter, donnant faussement
I'impression que le modéle ne cesse de
s'améliorer. En revanche, I'EQM calculée au
moyen de I'échantillon de validation (en noir)
atteint un plateau correspondant a la zone
dite de « sur-apprentissage », dans laquelle

EQM de prévision en fonction de la complexité de I'arbre

0,50+
0,45+
0,40+
0,35+

0,30+

EQM (en millions de $2)

0,25F

0,20+

50 100 150 200
Nombre de feuilles

Figure 3. EQM de prévision en fonction du nombre de feuilles dans
un arbre prédisant le prix des diamants de 1 a 1,05 carat en se ser-
vant de leurs autres caractéristiques. L'EQM calculée sur I'échantillon
de validation est tracée en noir. Son minimum, représenté par une
ligne verte, est atteint a 105 feuilles. L’EQM calculée sur les données
d‘apprentissage est tracée en rouge.

I'ajout de classes continue de complexifier le
modéle sans en améliorer la valeur prédictive.
Alors que la courbe rouge est décroissante,
la courbe noire atteint un minimum en
f =105 feuilles ; sa valeur, qui est alors de
253 696 $2, est indiquée par une ligne verte.
En principe, c'est cette solution que Roméo
retiendrait, car c'est alors qu'il dispose du
modéle de prévision le plus performant en
termes de simplicité et de précision. Au-dela
de ce seuil, le sur-apprentissage produit des
modéles dont la performance se dégrade.

§ Accronuoth  voi. 14« hiver - printemps 2019
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Applications

Foréts aléatoires

Sans mentionner a Juliette qu'il est en train
de se renseigner sur le prix des diamants,
Roméo lui fait part de son forage de données.
Sa dulcinée lui demande alors pourquoi il
s'astreint a choisir un seul modele. Elle qui
croit énormément au travail d'équipe lui fait
valoir qu'en mettant leurs connaissances en
commun, ses collégues de bureau parviennent
souvent a générer de bien meilleures
solutions qu'un seul individu. « Pourquoi
alors ne pas mettre a profit les prévisions de
plusieurs modéles 7 », demande-t-elle.

Pas béte, mais quand bien méme Roméo
appliquerait son algorithme plusieurs fois
aux mémes données, il obtiendra le méme
modele a tous les coups ! Pour générer une
diversité salutaire, il doit donc introduire un
élément de hasard dans la construction de
ses arbres, comme la nature le fait si bien
avec le vivant. Aprés consultation, il envisage
alors deux facons de procéder :

i) Chacun des arbres sera construit a partir
d'un échantillon d'apprentissage différent,
un échantillon artificiel constitué a partir
des données de départ en pigeant au
hasard des éléments de I'ensemble avec
remise (il y a donc un petit risque qu'un
méme diamant y apparaisse plus d'une
fois, mais c'est sans conséquence). De
cette maniere, ces jeux de données
artificiels auront la méme distribution que
les données originales, mais les modéles
qu'on en tirera seront différents.

i) Achaque étape de construction du modeéle,
la scission d'une classe ne pourra étre
basée, disons, que sur trois des huit
variables explicatives disponibles. De
plus, ces trois variables seront choisies au
hasard a chaque étape.

En appliquant les stratégies i) et i
simultanément a plusieurs reprises, disons
500 fois, Roméo obtient une multitude
d'arbres de régression offrant chacun une
prévision de prix légérement différente pour
chaque nouveau diamant. Cest ce qu'on
appelle une forét aléatoire. Sa prévision finale
sera alors obtenue en faisant la moyenne des
prévisions.
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Si. l'intuition de Juliette est bonne, la
performance de cette forét devrait étre
supérieure a celle du meilleur arbre. Et de
fait, Roméo trouve une EQM d'environ
237 930%?, soit une valeur qui est 6,2% plus
petite que celle obtenue avec le meilleur
arbre. Bien sdr, si Roméo répéte I'exercice, la
nouvelle forét aléatoire qu'il engendrera sera
forcément différente de la premiere, ce qui
conduira vraisemblablement a des résultats
quelque peu différents, mais comparables.

Méthodes d’ensemble

Il 'y a, dit-on, plus d'idées dans deux tétes
que dans une. C'est ce qui a motivé les
chercheurs en apprentissage automatique
a développer les foréts aléatoires et autres
méthodes d'ensemble. Pour que l'approche
soit viable, il faut bien sir disposer de moyens
informatiques conséquents.

Lorsqu'elle s'appuie exclusivement sur la
procédure i), la stratégie décrite plus haut
est appelée « bagging » pour « bootstrap
aggregating ». Elle peut étre appliquée a
n'importe quel modéle et bien qu'elle ne soit
pas infaillible, elle permet souvent d'obtenir
d'excellents résultats.

Le « boosting » est une autre méthode
d'ensemble populaire. Plutdét que de construire
des modéles en paralléle, on commence par
en ajuster un. Puis, on cherche a I'améliorer
en faisant appel a d'autres modéles pour
réduire I'erreur de prévision.

Méme s'il n'y a a ce jour que peu ou pas
de résultats mathématiques garantissant
I'optimalité des méthodes d'ensemble, on
constate qu'en pratique, elles sont souvent
trés performantes. De nombreux chercheurs
tententactuellementd'en percer les mystéres.

A quoi ¢a sert?

Dans la vie de Roméo et Juliette, les méthodes
d'ensemble joueront encore bien des rdles.
Quand ils achéteront en ligne des éléments
de décoration pour leur nid d'amour, les
entreprises de commerce électronique
feront appel a des modéles de « gradient
boosting » pour associer les produits les plus
pertinents aux mots clés de leurs recherches.
De méme, lorsqu'ils partageront leurs photos
de mariage, des modeles de foréts aléatoires
imbriqués dans l'architecture des réseaux
sociaux détermineront sur quels serveurs
en sauvegarder des copies en fonction de
la probabilité que des amis de provenances
géographiques et de milieux variés veuillent
les télécharger. De plus, I'historique de
navigation des tourtereaux pourrait avoir
une incidence sur les taux que paieront les
entreprises spécialisées dans l'industrie du
mariage pour afficher leurs services sur la
toile et sur les messages publicitaires que
leur adresseront les agences de voyage.

Au fil du temps, des outils de prévision de
plus en plus perfectionnés contribueront sans
doute a faciliter la vie de Roméo et Juliette, et
la n6tre. Mais comme les événements récents
l'ont montré, la surveillance généralisée
de nos moindres faits et gestes comporte
aussi des piéges. Espérons que nous aurons
collectivement la sagesse de les éviter.

Leo Breiman (1928-2005)

Le regretté statisticien Leo Breiman
(1928-2005) est considéré comme |'un
des pionniers des foréts aléatoires.
[l a grandement contribué a dévelop-
per les méthodes d'ensemble en général.
Il est I'auteur du livre « Classification and

Regression Trees » dont une réédition est
parue en 2017. Il est reconnu pour avoir
contribué a rapprocher la statistique et
I'apprentissage machine. Il a décrit les
différences qu'il percevait entre ces deux
cultures scientifiques dans un article paru
en 2001 (voir Pour en savoir plus).
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Depuis quelques années, des démonstrations éclatantes que
1+2+3+...=-1/12 ont fait leur apparition sur le web.
Celles-ci ne sont pas nouvelles. Pourtant, leur diffusion a si grande

échelle a semé le doute. Qu'en est-il? Est-ce que la somme
des entiers naturels peut vraiment donner -1/12?

Une somme qui seme
la controverse

Frédéric Gourdeau
Université Laval

1=1

Une série surprenante

On travaille avec des séries infinies trés sou-
vent. Elles sont au coeur de notre systeme de
numération, se cachant derriére les dévelop-

pements décimaux, comme cela est

1+2=3 expliqué dans I'encadré «Sommer des
1+2+3=6 séries infinies: un jeu d'enfant. La
1+2+3+4=10

1+2+3+4+5=15

1+2+3+4+5+6=21
1+2+3+4+5+6+7=28

somme des entiers positifs ne semble
pas pouvoir donner un nombre, et
encore moins un nombre négatif.
Lorsque I'on considere la série

1+2+3+4+ ..,

et que l'on fait la somme en ajoutant un
terme a la fois, on obtient les résultats de
I'illustration ci-contre, qui sont connus sous
le nom de nombres triangulaires.

[l semble bien évident que

Nombres cela va croitre, sans li-
angulaires mite. Au fond, tout cela
1 parait bien simple, et les
1+‘2’=3 vidéos q-ui démontfent
° le contraire ne seraient
oo donc que fabulation. On
1+2+3=6 dira informellement que
0o la valeur de la série est
000

infinie, ou plus correcte-

S ment que la série est di-
oo ve.rg’ente. Voila qui est ter-
1+2+3+4+5=15 minc
S En fait, bien qu'il so?t
co60 correct  de  vouloir
00000

Intuitivement,

il est difficile de se
convaincre que la
somme des entiers
puisse converger vers

terminer ici, on sent le be-
soin d'en dire un peu plus.
D'une part, une des vidéos
les plus visionnées dans
laquelle on « prouve » que

1+2+3+4+..=-112

a été produite par une partie de I'équipe de Ia
chaine YouTube Numberphile, qui compte plus

de 2,6 millions d'abonnés. L'équipe qui pro-
duit ces vidéos jouit d'une forte crédibilité :
elle compte de nombreux collaborateurs
de talents, a produit de nombreuses excel-
lentes vidéos, et est financée par le trés
sérieux Mathematical Sciences Research
Institute (MSRI).

De plus, le scientifique dans la vidéo est un
professeur de physique de I'Université de
Nottingham. Alors, lorsque dans la vidéo, le
professeur en question dit que

14243+4+...=-112,

en affirmant de plus qu'il en fait la preuve,
et qu'il affirme qu'il faut accepter que notre
intuition soit erronée, on peut étre ébranlé.
Un professeur de physique qui nous explique
que dans la réalité la somme de tous les
naturels, tous ensemble, est vraiment -1/12,
cela peut laisser songeur. Et si c'était vrai?

Une série a I'histoire
surprenante

En cherchant un peu, on se rend compte que
d'autres ont associé la valeur -1/12 a cette
série. Il en est ainsi de Ramanujan et, semble-
t-il, de Euler lui-méme. De plus, on peut lire
que la valeur de -1/12 associée a la série
1+ 2+ 3+... estau cceur de la théorie des
cordes, nécessaire a sa cohérence en dimen-
sion 26. (La théorie des cordes est un modele
qui a pour objet d'unifier les diverses théories
en physique, et des physiciens réputés tra-
vaillent dans ce domaine.) Alors, la question
qui se pose devient un peu différente. On
peut se demander ce qui se cache derriere
cette série, et en particulier derriére la va-
leur proposée de -1/12. Ici, le mathématicien
doit adopter une approche scientifique, a Ia
recherche de ce qui peut bien expliquer ce
qu'on entend.



Une somme qui seme la controverse | Frédéric Gourdeau ¢ Université Laval

Une approche naive
En regardant les divers sites qui proposent
des preuves que
1+2+3+..=-1/12,
on a des arguments comme celui dans I'en-

cadré « Une preuve populaire ». Est-ce que de
tels arguments peuvent étre corrects?

Il est difficile de savoir exactement ce qui est
utilisé dans une telle preuve. Regardons ce

G=1-1+1-1T+1-1+..
=1-1-1+1-1+1-1+.)
=1-G

2G=1,dou G=1/2.

B= 1-2+3-4+4+5-6+..

G=-1+1-1+1-1+1-..
B-G=0-1+2-3+4-5 -..
On obtient B- G=-B
d'oli 2B= Get B=1/4.

qui semble permis. Dans la preuve populaire,
on soustrait des séries terme a terme, et on
utilise implicitement (donc sans I'écrire - une
premiére cachette!) que

0+4+0+8+0+12+..=4+8+12+ ...,

ce qui revient a ajouter ou enlever des O dans
une somme.

S= 14+42+3+4+5+6+..

-B=-14+2-3+4-5+6-..
S-B= 0+4+0+8+0+12+ ...
On obtient donc

S-B= 4+8+12+..

=41 +2+3+.)=4S

De S- B=4S, on tire 3S= -B.
Onadonc3S=-B=-1/4.
Par conséquent, S=-1/12.

obtient dans un cas

et dans l'autre cas

Luigi Guido
Grandi
(1671-1742)
Prétre italien, philo-
sophe, mathémati-
cien et ingénieur né
Grandi
1703,

a Crémone,
présente en
une analyse de la
série qui porte son
nom.

La série de Grandi

La caractéristique de la série de Grandi est qu'en
regroupant de deux facons différentes les termes
de la série pour former une série télescopique, on

O-1+0-19+0-1+..=0

T+=FT+D+ET+ D)+ =1

ce qui donne 0 = 1. Ici, on voit bien qu'on ne peut
manipuler des séries infinies sans prendre garde.
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Georg Cantor

Une nouvelle « preuve »

que 0 =1

En utilisant le méme genre d'argument que
ceux de la preuve populaire, on peut obtenir
que 0 = 1. Notons S la somme des entiers
naturels, on peut décrire cette somme par

S=1+2+3+4+5+6+..
ou par
S=0+1+2+3+4+5+6+..
Ces deux expressions sont égales et en sous-
trayant I'une de l'autre, on obtient 0, mais en
soustrayant terme par terme, voici ce qui se
produit
S=1+2+3+4+5+6+..
-S=0-1-2-3-4-5+6-..
S-S=T+1+1T+1+1+1+..

On obtient donc
S-S=0=1+1T+1+1+1+1+..

On a donc
O=1T+1T+T+1T+1+1+..

En ajoutant un O dans la partie droite, on a
O0=0+1T+1T+1T+1+1+..

En soustrayant ces deux expressions terme a
terme, on obtient

O=1T+T+1+1+1T+1+..
-0=0-1-1-1-1-1 -..
0=1
En additionnant successivement 1
aux deux membres de I'égalité, on a
1=2,2=3,3=4,..

On arrive donc a voir, sans trop de difficulté,
que la preuve populaire semble bien basée
sur des arguments qui ménent a des contra-
dictions. Si 0 = 1, tout est vrai! Est-ce a dire
qu'on ne peut donner aucun argument sé-
rieux qui expliquerait d'ou vient cette valeur,
et pourquoi elle pourrait avoir un sens?
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Sommer des séries
divergentes, est-ce possible?

Peut-on donner un sens a la série
1T+2+3+ ..

sans utiliser des arguments comme ceux de
la preuve populaire ?

Une maniére d'y répondre est de chercher
a voir si on peut généraliser I'idée de som-
mation d'une série a de nouvelles séries. Ici,
la réponse est positive, et il y a en fait plu-
sieurs maniéres de le faire. Nous présentons,
en encadré, une maniere de poser cette ques-
tion de maniére plus précise.

On peut définir des généralisations de I'opé-
rateur de sommation qui respectent les
conditions naturelles de stabilité et de linéa-
rité, en ce sens que ces sommes généralisées
respectent l'addition ou la soustraction de
deux séries terme a terme, la multiplication
par un nombre (on dit habituellement un
scalaire), et que décaler la série ne change
pas la valeur de la sommation généralisée.

Une de ces méthodes - et il y en a plusieurs
- est la sommation dite de Cesaro (voir
encadré, page suivante). Elle permet de
généraliser la  sommation  habituelle,
puisqu'elle donne la méme valeur que la
somme habituelle pour les séries conver-
gentes, et qu'elle donne une valeur a
certaines séries divergentes. Ainsi, la somme
de Cesaro donne la valeur 1/2 & la série

Accronoth  vol. 14« hiver - printemps 2019
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1-1T+1-1T+1-1+ ...

Malheureusement, la somme de Cesaro de la
série 1 + 2 + 3 + ... n'existe pas. On a donc
une généralisation qui n'est pas suffisante.
On peut cependant faire mieux.

Ernesto Cesaro
(1859-1906)

Le mathématicien italien Cesaro,

Somme de Cesaro de la série de Grandi ks Bl e el i
simal (1897), propose une défi-
Nombre n Somme Sommes . o : .
) , Moyenne nition de la limite d'une suite
de termes partielle cumulées : : W
; : divergente, connue aujourd'hui
9 1-1-0 ! ! comme «Somme de Cesaron.
! 112 Cette somme est la limite de la
3 1-1+1=1 2 2/3 )
4 1-1+1-1=0 ) 2/a moyenr@ des sommes partielles
5 1-14+1-1+1=1 3 3/5 de la série.
6 1-1+1-1+1-1=0 3 3/6
7 1 4 4(7
8 0 4 4/8

On constate que la somme de Cesaro de la série de Grandi est 1/2.
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Fonction caractéristique
de l'intervalle [0, 1]

Graphe de
la fonction M

En route vers -1/12, il faut
généraliser les sommes
partielles

Lorsque I'on fait la sommation d'une série, on
considérelessommes partielles S,,.0n peuten
faitgénéraliser cette idée pouravoir une fonc-
tion S(N) qui est en fait définie pour Ne R.
En poussant cette idée un peu plus loin, on
peut obtenir une nouvelle fonction F(N),
comme cela est expliqué dans l'encadré
lissage analytique réel.

On peut voir avec quelques calculs que si
la limite de la suite des sommes partielles
existe, et donc que la série est convergente,
alors F(N) tend vers cette méme limite. On a
donc une véritable généralisation de la som-
mation usuelle d'une série.

Cette nouvelle fonction, définie sur les réels,
a un bon comportement si la fonction utili-
sée pour la définir (la fonction dans I'enca-
dré) est bien choisie. On peut ainsi utiliser les
outils de I'analyse réelle (développement en
série de Taylor et autres) pour étudier le com-

portement de la fonction F(N) pour une série
quelconque, et en particulier pour les séries
divergentes. On peut obtenir des formules
asymptotiques pour plusieurs séries, qui
nous donnent une valeur approchée de la
série pour de grandes valeurs de N.

Qu'en est-il pour la série T+ 2 + 3 + ...7 On
peut montrer que pour cette série, la forme
asymptotique est donnée par

FIN)= 3 nlo/h)x n

=—1/124+K x N? + O(//N)

ou Kest une constante, qui dépend de la fonc-
tion M(x), et O(1/N) indique que les termes
manquants apportent une contribution
bornée par une certaine constante divisée
par N.

On voit, pour la premiére fois, le terme -1/12.
Ce n'est pas la valeur de la somme mais bien
le terme constant, qui ne dépend pas de N,
dans le développement asymptotique de F(N).




L'origine du -1/12

Le mathématicien Ramanujan avait suggéré
d'attribuer la valeur -1/12 & la somme des
entiers naturels. Dans un passage de son
premier cahier, il présente une preuve qui est
d'une nature semblable a la preuve popu-
laire présentée plus haut. Mais il va plus loin,
sachant que cette preuve n'en est pas vérita-
blement une.

Il présente aussi une autre preuve, plus com-
pléte, et propose de considérer que le terme
constant d'une certaine représentation de la
valeur de la somme est la valeur a attribuer
a la série étudiée. La justification correcte de
son résultat consiste a faire un travail qui est
proche de celui que nous venons de présenter.

Et c'est sans doute ici qu'il faut voir l'ori-
gine du -1/12. Il s'agit du terme constant
d'une nouvelle formule qui représente la
série que I'on veut étudier. Il ne s'agit pasde la
valeur de la série au sens habituel, car la
valeur asymptotique a d'autres termes, et on
ne devrait donc pas écrire que la somme des
entiers naturels donne -1/12 sans qualifier
précisément ce que I'on affirme.

Un billet remarquable
de Terrence Tao

Certains lecteurs auront sans doute lu que la
valeur -1/12 vient de la valeur de la fonc-
tion Zeta de Riemann au point -1. Il s'agit
effectivement d'une maniére de voir I'origine
de cette valeur. Cependant le prolongement
analytique requis pour justifier cela est plus
complexe, de sorte qu'il est plus difficile de
percevoir d'ou vient effectivement la valeur
de -1/12.

Dans un billet remarquable, Terrence Tao, un
mathématicien exceptionnel, explique que
dans l'approche que nous avons esquissée
(par lissage analytique réel), le terme constant
obtenu dans le développement asymptotique
de la série aura toujours la méme valeur que
celle obtenue par prolongement analytique
complexe. On a donc deux manieres correctes
de comprendre pourquoi il est naturel
d'associer la valeur -1/12 a la somme des
entiers naturels. Par contre, écrire que c'est
égal demande a étre soigneusement qualifié.

Une somme qui seme la controverse | Frédéric Gourdeau ¢ Université Laval
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L'information

paradoxale

Rubrique des I

Jean-Paul Delahaye
Université des Sciences
et Technologies de Lille

[l arrive que I'on pense ne pas disposer d'assez
d'informations pour résoudre un probleme,
alors qu'en réalité tout est a notre disposition.
Certaines situations sont si extraordinaires
qu'elles apparaissent paradoxales. En voici
un exemple.

Un homme bavarde avec le facteur sur le pas
de la porte de sa maison. Il lui dit:

« C'est amusant, je viens de remarquer que la
somme des ages de mes trois filles est égale
au numeéro de ma maison dans la rue. Je suis
sUr que, si je vous apprends que le produit de
leur age est 36, vous saurez me dire leur age
respectif !'»

Le facteur réfléchit un moment et lui répond :
« Je suis désolé, mais je ne peux pas trouver ».

L'homme s'exclame alors :

« Ah oui ! J'avais oublié¢ de vous dire que
I'ainée est blonde ! ».

Quelques secondes apres, le facteur lui
donne la bonne réponse ! Aussi paradoxal
que cela apparaisse, vous pouvez déduire de
cet échange I'age des filles de I'homme sur le

pas de sa porte.

N\

B

o/

v ¢



Solution du paradoxe précédent

Une troublante equation du second degre

Un théoréme important de l'algébre indique qu'une
équation polynomiale de degré n (n entier > 1) a ccef-
ficients réels possede, au plus, n solutions (réelles):
une équation de degré 1 possede au plus une solu-
tion ; une équation de degré 2 possede au plus deux
solutions, etc. Pour I'équation ax* + bx + ¢ = 0, si
A= bt? - 4ac < 0, il n'y a pas de solution;si A =0, ily
a une solution unique x= -b/2a, et si A > 0, il y a deux
racines qui sont :

_ —b++/b% —4ac

X =
2a

Pourtant, voici une exception a cette regle. Considé-
rons trois nombres réels a, b et c fixés et deux a deux
distincts (si vous le souhaitez, prenez a=1, b=2,
c=3). Analysons I'équation suivante :

C'est une €quation de degré 2 en l'inconnue x car c'est
une somme, chaque terme étant un polynéme de degré 2.
Le nombre a est solution de I'équation car, quand on
remplace x par g, le premier terme s'annule, de méme
que le troisieme, alors que le second prend la valeur 1.
Notons qu'aucun dénominateur ne s'annule, nous
respectons bien les régles de calcul qu'impose ce genre
de manipulations. Le nombre b et le nombre ¢, pour
des raisons analogues, sont aussi solutions de cette
équation qui posséde donc trois solutions. Puisque a,
b et c ont été supposés distincts, nous avons donc une
€quation du degré 2 possédant 3 solutions différentes.

Est-ce la trace d'un paradoxe au coeur de l'algébre
élémentaire, et faut-il entreprendre le rappel des mil-
lions de livres de mathématiques qui se trompent
concernant les équations du second degré ?

+OX+

Solution

L'équation est-elle vraiment de degré2? Calculons le
coefficient de x2. Il vaut:
1 1 1

c—alc=b) @=blla-0  (b-a)lb—0
(b—=0a)+(c=b)+a—-0)
(c—a)la=b)(b—c)

En poursuivant des calculs du méme type, on découvre
que le coefficient de x vaut lui aussi O, et que le cceffi-
cient constant vaut 1. L'équation se simplifie donc en
1=1

qui posséde non seulement les solutions a, b et ¢ mais,
en fait, une infinité de solutions puisque tout nombre
réel convient. Quand l'inconnue n'est plus présente
dans une équation, ou bien I'égalité résultante est
fausse (exemple 0 = 1) et alors aucun x n'est solution,
ou bien I'égalité est vraie (exemple 1 = 1) et alors tout
x est solution. Pas besoin, donc, de corriger les livres
d'algébre : il faut simplement s'assurer, avant de consi-
dérer la régle générale pour les équations du second
degré, que l'on a vraiment affaire a une équation du
second degré !

g’ Accronmuoth  vol. 14« hiver- printemps 2019



Le théoreme
des trois couleurs

Montrer que les arétes du graphe ci-contre
peuvent étre coloriées avec trois couleurs de
telle sorte que les arétes attachées a chaque
sommet soient de couleurs différentes.

Emergence logarithmique
1. Une jalousie peut aider a trouver le produit

ﬁ Accromoth ol 14« hiver - printemps 2019

Euclide 11.5

Si une droite est
coupée en deux
segments  égaux
et en deux seg-
ments inégaux, le
rectangle contenu
par les segments
inégaux de la
droite entiere, pris
avec le carré sur le
segment compris
entre les points de
section, est égal
au carré sur la moi-
tie de la droite.

Quelques
identites

logarithmiques

a) log, X_ log, x —log, y;
y

b) log, x” = ylog, x;

¢) log, Yx = llogb X;
y

d) Xlogb y — ylogb X.

de deux « gros » nombres.
a) Evaluer le produit
99988777665 x 9876543

en considérant que les nombres sont
représentés en base mille.

(Tuyau : 1l s'agit donc du produit d'un
nombre « a quatre chiffres » par un
nombre « & trois chiffres »)

b) Reprendre le calcul en travaillant en
base dix mille.

.Un entier m > 2 étant fixé (le module),

deux entiers a et b sont dits congrus mo-
dulo msi les restes obtenus en les divisant
par msont égaux.

a) Aprés avoir montré qu'un entier n est
congru, modulo 9, a la somme de ses
chiffres, justifier la preuve par neuf
donnée (p. 2) pour le produit 934 x 314.

Que dire de la présence de faux positifs
dans une preuve par neuf?

b) Montrer plus généralement qu'un entier,
lorsqu'exprimé en base b, est congru a
la somme de ses chiffres, modulo b-1.

Donner une «preuve par neuf cent
quatre-vingt-dix-neuf» du calcul effec-
tué a la question 1-a.

_Etant donné un entier positif n, le nt

nombre triangulaire est
I,=14+2+3+-=+n.
On montre facilement (n'est-ce pas?) que

T = _”(”2*“” et T+T, =(n+12

Voici deux méthodes pour trouver un
produit a I'aide d'une table de nombres
triangulaires.

1.

a) Etant donné deux entiers positifs a et
b, exprimer chacun des carrés (a+ b)?,
a? et b> comme une somme de deux
nombres triangulaires. En tirer une mé-
thode pour évaluer le produit ab a l'aide
d'une table de nombres triangulaires.

b) Travailler a partir de I'égalité
ab=T,,-T,-T,
(que vous vérifierez).

. Les deux expressions (p. 3) d'un produit ab

en termes de la différence de deux carrés
sont d'origine fort ancienne.

a) Interpréter la preuve visuelle résultant
de la figure de la p. 3.

b) Relier ces expressions a la proposition
5 du Livre Il des Eléments d'Euclide
(voir ci-contre), ou il est question d'un
probléme d'aires.

. On s'intéresse au produit de deux entiers

de parit¢ différente, par exemple
9876 x 543. Montrer, par un calcul a la
Ludolf (voir p. 3), comment obtenir ce
produit a partir d'une table de carrés.
Faire le lien avec la méthode des quarts de
carrés.

. A propos de la construction d'une table

de quarts de carrés (voir encadré p. 4),
montrer que

nN2=1+3+5+-+(2n-1).

.a) Multiplier 6,21 et 0,257 par prostha-

phéreése (voir p. 6).
b) Refaire le calcul en vous appuyant sur
I'identité trigonométrique
2cosaLcos B=cos(a - B) +cos(a + P).

¢) Que dire d'une division par prosthaphé-
rese?

_Etablir les identités logarithmiques de
I'encadré ci-contre.
. Effectuer les calculs suivants a l'aide

d'une table de logarithmes décimaux’. (Au
besoin, procéder par interpolation linéaire
a partir des valeurs de la table.)

| 3480x1265 | 32,64
7 0,00143 757,2

d) /0,234

Voir http.//accromath.uqam.ca/accro/
wp-content/uploads/2019/01/
TableLogarithmes.pdf

b) log 0,04786


http://accromath.uqam.ca/accro/wp-content/uploads/2019/01/TableLogarithmes.pdf

o plus!

Histoire des mathématiques
Emergence logarithmique : tables et calculs
e Texte d'Etienne Ghys, vulgarisateur chevronné, a propos des tables de multiplication :

Etienne Ghys, « Les tables de multiplication : mauvais souvenirs? » Images des Mathématiques, CNRS, 2009.
http://images.math.cnrs.fr/Les-tables-de-multiplication.html (publié le 14 janvier 2009).

Denis Roegel, rattaché au Loria (Laboratoire lorrain de recherche en informatique et ses applications), a publié a
propos de tables numériques de nombreux articles et rapports de recherche, disponibles a partir de la plateforme
en ligne HAL (Hyper articles en ligne). Voir le site https://hal.archives-ouvertes.fr/

Roegel s'intéresse notamment a la reconstruction moderne de tables dans le cadre du projet LOCOMAT (Loria
Collection of Mathematical Tables). On y trouve par exemple la reconstruction (avec commentaires) des tables de
Crelle et de Ludolf.

Les tables de multiplication d'Antoine Voisin peuvent étre téléchargées a partir du site Gallica de la Bibliothéque
nationale de France : https://gallica.bnf.fr/

Texte de Glaisher a propos des quarts de carrés:
J.W.L. Glaisher, « The method of quarter squares. » Nature, vol. 40, no. 1041 (1889), pp. 573-576.

Le méme texte a été republié un an plus tard, a I'intention des actuaires, dans The Journal of the Institute
of Actuaries (institut fondé a Londres en 1848).

Pour un regard récent sur la méthode des quarts de carrés :

Neville Holmes, « Multiplying with quarter squares. » The Mathematical Gazette 87 (2003) 296-299.

Diverses versions de tables de logarithmes (par exemple a cing ou sept décimales) peuvent étre téléchargées
sur internet a partir de Gallica. Les célébres tables de Bouvart et Ratinet (6° édition, 1908 —

encore en usage a l'arrivée des calculatrices) sont accessibles sur Google Livres a I'url
https://archive.org/details/nouvellestablesO0ratigoog/page/n5

¢ | e traité Arithmeétique de Trévise (L'Arte dell’Abbaco) (1478) peut étre téléchargé a partir de |'url
http://www.centromorin.it/info/abacho/abbacho.pdf

Construction des mathématiques

Une somme qui séeme la controverse
e Xavier Buff, La somme des entiers http://images.math.cnrs.fr/La-somme-des-entiers (publié le 5 juillet 2017)

e Terence Tao, The Euler-Maclaurin formula, Bernoulli numbers, the zeta function, and real-variable analytic
continuation, https://terrytao.wordpress.com/2010/04/10/the-euler-maclaurin-formula-bernoulli-numbers-the-zeta-
function-and-real-variable-analytic-continuation/ (publié le 10 avril 2010).

e Numberphile team, Astounding : 1 +2 +3+4 + 5+ --- =-1/12, visionné a
https://www.youtube.com/watch ?v=w-I6XTVZXww

e Grant Sanderson, Chaine 3Blue1Bron, Visualizing the Riemann hypothesis and analytic continuation,
https://www.youtube.com/watch?v=sDONjbwqlYw
L’union fait la force
e Breiman, L. (1984). Classification and Regression Trees. New York: Routledge.
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